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1 Uvod

Jako téma své prace jsem si vybral teoretickou praci z pomezi matematiky a fyziky,
konkrétné eukleidovsky a neeukleidovsky prostor. Toto téma jsem si zvolil, protoze mé
matematika a fyzika zajima a po zakonc&eni studia na gymnaziu, bych se chtél pravé témto
dvéma oborim dale podrobnéji vénovat. Pojal jsem tedy praktickou maturitu jako jakousi
zkous$ku, pfi které bych si mohl na stfedo8kolské urovni vyzkou3et, jak se védecké prace pisi
a co alespon v naznaku obnasi. Mym hlavnim cilem tedy nebylo vymyslet néco Uplné
noveho, nybrz seznamit se s védeckou praci tohoto typu.

Prace pojednava o eukleidovském a neeukleidovském prostoru. Nejprve seznami Ctenare
s eukleidovskym prostorem a jeho zakladnimi vztahy a dale promluvi struéné o prostoru
neeukleidovském a naznadci, v ¢em se tyto dva obory liSi. Dale jsou v praci uvedeny nékteré
matematické problémy z pomezi eukleidovského a neeukleidovského prostoru a jejich FeSeni
pomoci stfedoskolské matematiky. Problémy se zabyvaji pfevazné geometrii na povrchu
koule, takzvanou sférickou geometrii. Ulohy jsou dopin&né nakresy, které byly vytvoreny
v programu GeoGebra a které pomahaji lepSimu pochopeni zadani a nasledného feSeni
problém0. Problémy jsou vymysleny tak, aby popisovaly situace, které jsou nam néjakym
zpusobem blizké a nejsou proto pfili§ abstraktni. Problémy se konkrétné vztahuji k povrchu
Zemé.

Hlavnim cilem prace bylo seznamit se se zakladnimi myslenkami a matematickym popisem
eukleidovského a neeukleidovského prostoru. Na zakladé toho potom vybrat nékolik
problému spojenych s neeukleidovskym prostorem, ty vyfeSit pomoci aparatu pokrocilé
stfedosSkolské matematiky a, dale k témto problémuim vytvofit texty doplnéné ilustracemi,
které mohou pomoci pfiblizit latku stfedoskolakim.



2 Teoretické zaklady a pouzité metody

2.1 Eukleidovska geometrie

Eukleidovska geometrie obsahuje pouze geometrii rovinnou a geometrii prostorovou. Je
zalozena na geometrickych definicich a axiomech, které jsou uvedeny v Eukleidové publikaci
Zaklady, ktera se sklada ze tfinacti svazk(l. Eukleides v ni definuje zakladni geometrické
prvky jako: pfimka, bod, plocha, rovina a dalSi. Po definicich jsou v dile uvedena tvrzeni,
ktera Eukleides rozdéluje na axiomy a postulaty. Zde je uvedeno pét Eukleidovych postulatd
(podle [1]):

1. Je mozné nakreslit pfimou ¢aru z kteréhokoliv bodu do kteréhokoli jiného bodu.
2. Je mozné prodlouzit konecné pfimou ¢aru na pFfimku.

3. Je mozné nakreslit kruh s libovolnym stfedem a polomérem.

4. VVSechny pravé uhly jsou si rovny.

5. Jestlize pfimka protina dvé pfimky tak, Ze vnitfni uhly na téze strané jsou mensi nez dva
pravé uhly, pak se tyto dvé pfimky protnou na stejné strané, na niz lezi dva zminéné vniténi
uhly.

Paty postulat je viditelné sloZit&jSi nez ostatni Ctyfi, a proto byla snaha ho zjednodusit.
Nasledujicich Sest postulatl je logicky naprosto rovnocennych patému postulatu (podle [1]):

5a. Je-li dana pfimka a bod, ktery na ni nelezi, pak jim lze vést pravé jednu rovnobézku
s danou pfimkou.

5b. Jestlize pfimka protina jednu ze dvou rovnobézZek, pak musi protinat i druhou
rovnobézku.

5c. Rovnobézky jsou vzdy stejné vzdaleny.
5d. Soucet uhla v trojuhelniku se vzdy rovna dvéma pravym uhlam.
5e. Plocha trojuhelniku muze byt libovolné velka.

5f. Tfi body lezi bud’ na pfimce, nebo na kruznici.

Eukleidovy postulaty ale nejsou uUplné. Existuji tvrzeni o rovinné geometrii, ktera z péti
postulatd nelze dokazat, ani vyvratit, napf. Ze pfimka prochazejici stfedem kruznice musi
tuto kruznici protinat.



2.2 Neeukleidovska geometrie [1]

Matematikim vzdy pfipadal zvlastni a jiny paty postulat eukleidovské geometrie. Zacali tedy
premyslet, jestli nevychazi z prvnich &tyf postulat, nebo s nimi neni v rozporu. Prvni, kdo
zkusil vypustit paty postulat, byl nejspi$ Carl Friedrich Gauss [1]. Chtél zjistit, co by se stalo,
kdyby trojuhelniky smély mit jiny soucet vnitfinich Uhld nez 180°. Zjistil, Ze by nedoslo
k vnitfnim rozporam v teorii, pouze by vznikla trochu odliSna geometrie nez ta plvodni o péti
postulatech. Gauss ale tyto své objevy nepublikoval a tak nam jsou znamy pouze z jeho
korespondence skolegy. Za prvni neeukleidovskou geometrii je tedy povazovana
LobacCevského geometrie, ktery svou praci publikoval roku 1829[2]. VysSlo mu také, ze
nenastane zadny rozpor s pfedchozi geometrii, ale vznikla geometrie bude jaksi odliSna.
George Friedrich Bernhard Riemann byl prvni, kdo poukazal na to, ze pokud se porusi
ekvivalent patého postulatu oznaCeny jako 5a, nemusi vzdy existovat nekone¢né mnoho
rovnobézek, ale také nemusi byt Zzadna. Tato mySlenka neporusuje druhy postulat, protoze
neomezené prodluzovana primka nemusi byt nekonecna, pokud se vSe odehrava na kulové
ploSe. Struéné muzeme Fict, Ze neeukleidovska geometrie je geometrie zakfiveného
prostoru.

2.3 Pouzité matematické prostiedky
Pythagorova véta

Popisuje vztah, ktery plati mezi velikostmi stran pravouhlych trojuhelniki v eukleidovské
roviné€. Obsah ¢&tverce sestrojeného nad pfeponou pravouhlého trojuhelniku je roven souctu
obsahu ¢tvercu sestrojenych nad jeho odvésnami. Jeji matematicky prepis je obecné znami
jako a®+b*=c? .

A c obr.1

Goniometrické funkce

Sinus Uhlu a je pomér velikosti protilehlé odvésny va&i danému Uhlu a a velikosti pfepony.

)
Matematicky - sina = p (viz obr. 1).
Kosinus uhlu a je pomér velikosti odvésny pfilehlé k danému uhlu a a velikosti pfepony.

b
Matematicky - cosa = p (viz obr. 1).



Cyklometrické funkce
Arkussinus je inverzni funkce ke goniometrické funkci sinus, ktera se znaci arcsin.

Pokud plati, ze sina = x,
znamena to, Zze @ = arcsinzx.

> [82-] obr. 2

Arkuskosinus je inverzni funkce ke goniometrické funkci kosinus, ktera se znaci arccos.
Pokud plati, ze cose = x|

znamena to, ze & = arccosxy,

N

Df:{—]._, 1} \
Hi=(0,7) 3]

obr.3

Dalsi vztahy a oznac¢eni
Obsah kulového vrchliku: § = 2nire (kde r je polomérem koule a v je vySka vrchliku)

Povrch koule: S = 4mr? (kde r je polomérem koule)
Délka kruznice: § = 2mr (kde r je polomérem kruznice)

Symbolem (ACB) budeme v nasledujicim textu znacit délku kruznicového oblouku ACB (viz
obr. 4).


http://cs.wikipedia.org/wiki/Obor_hodnot

3 Resené problémy

Spolu s odbornym konzultantem Vojtéchem Zakem bylo formulovano osm problémii, které jsou
spojeny s neeukleidovskou geometrii. Konkrétné se jedna o ulohy tykajici se povrchu koule (ve
specialnim pfipadé idealizovany povrch Zemé&). Problémy byly vybrany tak, aby mohly byt feSeny
prostfedky vyuzivanymi v eukleidovské geometrii na pokrocilé stfedoSkolské urovni. V nasledujici ¢asti
textu je uvedeno jejich zadani a nasledné feseni.

3.1 Vypocet zakiiveni kulové plochy
Zadani

Jsou dany dva rdzné body A a B, které lezi na povrchu koule. Odvodte, jak souvisi velikost usecky
CSag, kde bod C lezi v roviné ABS, s délkou oblouku ACB (viz obr. 4)?

C
:\
B
Sas
r
a
S

obr. 4

Reseni

Nejdfive pouZzijeme vztah na vypocet délky oblouku ACB pomoci poloméru kruznice r a uhlu
a. Zname-li polomér r, mizeme spocitat délku kruznice pomoci vztahu o = 2mir. Nasledné
délku kruznice vydélime pomérem plného uhlu (360°) a stfedového uhlu a oblouku ACB

ACB) =2
(ACB) =2mr =55

Dale nahradime uhel a vyrazem, ktery obsahuje x (velikost UseCky CSas) a polomér koule
oznaceny r.

Pro vyjadfeni uhlu a budeme potfebovat vztah z trojuhelniku BSas

@ T—X
cos— =
2 T




Abychom mohli vzorec dale upravit tak, aby na jedné strané rovnice vySel samostatné uhel
a, upravime vzorec pomoci funkce arcuskosinus do podoby

> ()
— = arccos
2 r

V poslednim kroku rovnici vynasobime dvéma a tim dostavame vztah na vypocet hledaného
Uhlu

—x
o = Zarccns( )
¥

P

Vyrazem Zarccas(T) nahradime uhel a v prvnim vztahu pro vypocet délky oblouku ACB

2mr
360°

Zarcas(r ; x)

Lomeny vyraz si dale zjednoduSime
(ACE) =

(ACB) =

360"

=)
drcos
T

Potom rovnici vydélime vyrazem

. Dostavame

360°

WACBIOT _ arcos ()

Pro vyjadreni vyrazu — vyuzijeme funkce kosinus. Mame
'

(ACE)360° _r—x
4mr T or

Cos

Nasledné rovnici vynasobime r a obdrzime

(ACE)360° B
T - COS - =T X
V poslednim kroku k rovnici pfi¢teme x a odecteme r - cos%{?w:

(ACB)360°
_— =

r—¥-. COS
4mr

Rovnici jeSté upravime tim, Ze na levé strané rovnice vytkneme r a mame hledany vztah

B (1 ((ACE}S&G“))
Xx=r — CDE T |



3.2 Ovéreni vztahu pro zakriveni kulové plochy
Zadani

Ovérte vztah z ulohy 1 pro konkrétni hodnoty:

a) (ACB) = nr (oblouk ACB je pulkruznice),

b) (ACB) = 0 (oblouk ACB ma nulovou délku; jedna se o bod)

Reseni

a) Pokud je obloukem pulkruznice, mélo by x vyjit rovno r, protoze usecka AB prochazi
stfedem kruznice.

C

Mame

_ (1 (wBﬁﬂ”))
X=r cos )],

o

muzeme zkratit na 90° a

Lomeny vyraz
poté dostavame

¥ =1(1—cos90%)

Plati, ze cos 90°=0, a vychazi tedy, ze

X=r

b) Pfedpokladame, Zze pokud bude mit usecka obr. 5
ASaeB nulovou velikost, bude jeji vzdalenost
od bodu C nulova.

Mame
= (1 —cos g
xXx=r cCOs -

Vyraz % =0, cos 0°=1 a vychazi, ze

x=0.

(ACE}S&G”))

Oba tyto pfipady tedy potvrzuji spravnost vztahu x=r (1 - cns( pr—



3.3 Zakfiveni vodni hladiny na povrchu Zemé
Zadani

Jak velké je zakfiveni vodni hladiny na ¢eském rybniku Rozmberk?

Reseni

v pfedchozim odvozeném vzorci dosadime za délku oblouku ACB. Hodnota r se bude rovnat
poloméru Zemé, coz je 6 378 000 m[5].

Do obecného vztahu

B (1 ((ACE}S&G“))
Xx=r — CDE T

dosadime hodnoty pro polomér Zemé a vzdalenost bieh( rybniku Rozmberk

= 53?300:}(1 ( 3750 - 3607 ))
= €%%\4rn-6378000// ™

Vyjde nam pfiblizna hodnota zakfiveni

x %028 m

Zakfiveni vodni hladiny rybniku Rozmberk je asi 28 cm, coz se nam muze zdat prekvapive,
jelikoz je to velikost, kterou mizeme vidét pouhym okem a rovna se pfiblizné delSimu
rozméru papiru ve formatu A,.

3.4 Skuteény tvar vodni hladiny
Zadani

Je zakfiveni na vodni hladiné opravdu vzdy rovno veli¢iné x z problému 1? Které faktory maji
jesté na zakfiveni vodni hladiny vliv?

Reseni

Zakfiveni vodni hladiny se vétSinou nebude rovnat pfimo x. Je to zpusobeno tim, Zze na vodni
hladinu pusobi dal8i sily kromé gravitacni sily Zemé&. Jednou z téchto sil je gravitacni sila
Mésice, ktera zplsobuje na Zemi slapové jevy (pfiliv a odliv). Na hladiné potom vznikaji jinak
zakfivena mista, takZze vodni hladina nema pfesné tvar koule.

Dale mohou mit na vodni hladinu vliv mofské proudy, které zplsobuji, Ze v nékterych
mistech je nahrnuto vice vody, nez jinde.



3.5 Uhel nejkratsi spojnice bodu A a B
Zadani

Jaky je vztah pro uhel, ktery svira te€na t vdaném bodé A s useckou AB, {j. zjistéte uhel, pod
jakym bychom se museli vydat Sikmo pod povrch Zemé, abychom se dostali nejkratSi cestou
do druhého bodu B?

Reseni
Vychazime ze vztahu a =907 — £, protoze te€na prochazejici bodem A bude vZzdy kolma na

usetku AS, kde S, je sttedem koule. Uhel § zjistime z trojihelniku ASSas. K vypodtu dale
vyuzijeme vztah, ktery jsme odvodili dfive pro vzdalenost bodu C od bodu Spe, t].

B (1 ((ACE}SEG”))
X=r — COs T |

Trojuhelnik ASSag je pravouhly, takze si vyjadfime uhel £ pomoci sinu £ jako

TrT—X

sinff =

Za x si dosadime z vySe zmifiovaného vzorce a dostavame

o (cos(ACB0))

sinff =
A ¥



Vztah si dale zjednoduSime na pravé strang, kde se da zkratit r. Mame

g1 (1 ((AC‘B}SE.:]”))
sinf =1—|1—cos R —— |

Potom si osamostatnime 5 pomoci funkce arkussinus a dostavame

B , ( ((ACB}S&U”))
f§ = arcsin| cos R — |

Nakonec dosadime vyraz arcsin(cus(%}:w)) misto f do plvodni rovnice & =90 — f a
mame
(ACB)360°
= (90° — arcsi —
o= arcsm(cns( py—



3.6 Ovéreni vztahu pro uhel nejkratsi spojnice bodil A a B
Zadani

Ovérte vztah, ktery je feSenim problému 5, pro konkrétni hodnoty
a) (ACB) = mir (obloukem ACB je pulkruznice),

b) (ACE) — 0 (délka oblouku AB se limitné blizi nule).

a) Pokud bude obloukem pulkruznice, mél by nam udhel a vyjit 90°. Spojnice bodlu AB totiz
bude usecka prochazejici sttedem S (body S a Sas splynou) a te€na na ni bude kolma.

mr360°
o = (90° — arcsin(cns( ))

dmr
a = (90° — arcsin(cos90°)
o = 90° — arcsin 0

o = 90°

b) Pokud se bude délka oblouku ACB limitné blizit nule, te€na splyne se spojnici bodu AB,
tim padem uhel mezi nimi bude nulovy.

a = lim 0(90°— arcsin (cos0)
(ACE)=0

a= lim 0(90°— 90)
(ACE}—=0

a =10

(ACB}B&G”))

Oba tyto priklady potvrzuji spravnost vztahu a = (90° — arcsin(cns( .



3.7 Povrch Zemé vidény z vesmiru
Zadani

Kolik procent z dané kulové plochy (povrchu Zemé) je teoreticky vidét z letadla (nebo obecné
z vesmiru) z vysky h nad jejim povrchem?

L

Reseni
Vychazime ze vztahu pro vypocet obsahu kulového vrchliku 2mrx, kde x je vySka vrchliku.

Procento povrchu Zemé, které bude vidét z vy3ky h, se rovna obsahu kulového vrchliku,
déleno povrchem koule, to celé vynasobené sto procenty

2mrx
" 1{]0‘?(""}

J;=4‘1‘r:r"‘

Vyraz si zjednoduSime na tvar
x

= —- 1009
¥ 2y z"c-.



V tomto vztahu nasledné nahradime x vyrazem odvozenym pfi feSeni problému 1:

‘J"'('l - cus(%))

y = - 100%

2r

Vyraz zkratime na 2r a dostavame

(4 (4cB)360°\\ oo,
Vv = Cos - o

V tomto vztahu se ale vyskytuje délka oblouku ACB, kterou nezname. Nahradime ji tedy tak,
abychom na pravé strané dostali vySku h. Délku oblouku ACB si vyjadiime pomoci h pres
uhel a.

&
Pomoci vyrazu (ACB) = 2mr 3e0° Ziskame délku oblouku ACB, protoze pomérem

vnitfniho Uhlu oblouku ACB a piného uhlu (360°), zjistime, jakou &ast tvofi oblouk ACB
z celku. Vysledek ale vyjde v stupnich, takze ho je$té vynasobime obvodem celku 2mr a tim

dostaneme délku oblouku (ACB).
Mame

o

ACB) =2
(ACB) = 2mr =55

. . A , ;o .- - . 2Znr
Z této rovnice vyjadfime uhel a tim, Zze celou rovnici vydélime vyrazem 360
Dostavame

B (ACE)360°
“= 2mr

Z trojuhelniku SAL vyjadfime kosinus a
(4 T
O Th+r

Z rovnice vyjadfime uhel a. Vyjde

& = 2arccos
r+h

. ACE)360° , T , - ACE)360°
Protoze « = (AcB)360° a také o = 2arccos , musi platit i vztah (ACB)360° = 2arccos
2mr r+h 2nr

+h



Z rovnice si nasledné osamostatnime délku oblouku ACB tim, zZe ji vydélime vyrazem

360°
5 a dostaneme
T
41y - arccos
ACE) = r+h

Pravou stranu posledniho vztahu dosadime misto délky oblouku ACB do vztahu

(1 (ACE)360° 500 améme
¥ = cos p— ]

dy - arccnsr_i_ 5 ]
o - 360
360 - 50%
4y

1—rcos

b
I

Vyraz si jeSté zjednoduSime a ziskdme kone¢nou podobu

p = h 509%;
}._‘J"'+h ¢

3.8 Ovéreni vztahu pro procento Zemé vidéné z vesmiru

Zadani

Oveéite vztah, ktery je FeSenim problému 7, pro konkrétni hodnoty

a) Na Zemi se divame z vysky rostouci nade vSechny meze

b) h = 0 (ha Zemi se divdme z nulové vysky)

c) h =1,65 m (vyska, ze které se na Zemi diva priimérny ¢lovék, ktery na ni stoji)
d) h =8 km =8 000 m (typicka vySka letu dopravnich letadel [6])

e) h = 385 000 km = 385 000 000 m (stfedni vzdalenost Mésice od Zemé&[5])



a)

h
=i ( -5{10)
y = lm\ 0%

Pokud dosadime dané hodnoty, za vySku h a polomér r, vyraz % vyjde 1. Mame

vy = 50%

b)

F=1i (h 5::1”;)
Y=i\n+r y

] . - h . o
Vime, ze pokud h = 0, bude cely vyraz — rovny nule. Dostavame

¥ = 0%

¢) Po dosazeni hodnot do vyrazu dostavame

P = 1,65 500
Y = 6378000+ 165 0
v R 10750

d) Po dosazeni hodnot do vyrazu dostavame

~ 8000 500,
~ 6378 000 + 8000 ¢

v

y = 0,063%

e) Po dosazeni hodnot do vyrazu dostavame
385 000 000
- 50%

~ 6378 000 + 385 000 000

}Z‘

y A 4004



Hodnoty, které vysly pro jednotlivé pfipady, se nam mohou zdat prekvapivé. Muze vypadat
nemozné, ze bychom mohli z néjaké vysky vidét celych 50 % Zemé. Znamenalo by to totiz,
ze teCny, které jsme si zvolili pro vyfeSeni problému, by musely byt rovnobézné, museli by
vychazet ze stejného bodu a vzdalenost mezi nimi by byla nenulova. To se nam muaze zdat
absurdni. Je to tim, Ze nekoneCna vzdalenost je sama od sebe pro nas velmi téZko
predstavitelna. Jak ale mizeme vidét, je tato pfedstava i matematicky spravna, jelikoz nam
priklad vySel celych moznych padesat procent.

Zajimavé muze byt i to, Ze jiz z Mésice vidime pfiblizné 49 % povrchu celé Zemé a to je jen o
procento méné, nez vidime z nekonecné vzdalenosti.
PovSimnéme si, Ze pokud letime dopravnim letadlem, vidime pouze asi 6 setin procenta

povrchu Zemé. Pfesto se nam mulze zdat, jako bychom vidéli podstatné velkou c&ast
zemékoule.



4 Zavér

V ramci této prace byly vytvofeny texty doplnéné ilustracemi, které mohou pfiblizit aspon
Caste¢né problematiku eukleidovského a neeukleidovského prostoru stfedoskolakim. Texty
obsahuji pouzité metody a matematické postupy, které maji vysvétlit matematicky aparat,
kterym je mozné feSit uvedené problémy vztahujici se k neeukleidovskému prostoru.
Problémd, které byly formulovany ve spolupraci s konzultantem, je uvedeno v textu celkem
osm a obecné se tykaji situaci na povrchu Zemé. K problémim byly také vytvoreny ilustraéni
obrazky.

Hlavnim cilem bylo vyzkouSet si na urovni pokrocilé stfedoSkolské matematiky a fyziky, jak
se pfi FeSeni védeckych praci podobného typu postupuje. BEhem prace jsem se dale naudil,
jak nad vzniklymi matematickymi problémy pfemyslet a také jak pouzivat nékteré pro mé
dfive neznamé matematické funkce. Také jsem se naucil, jak by se méla takovato prace
nasledné sepsat, do zavérecné kompaktni podoby, s ¢imz souviseji razné zvyklosti, ohledné
stylu psani textu, ve kterém se vyskytuji matematické vztahy. Jednou z novych véci, se
kterymi jsem se setkal béhem prace, pro mé bylo, jak spravné citovat literaturu, na kterou
jsou odkazy ve vytvoifeném textu.

DalSim cilem bylo vytvofeni textd k vybranym problémdm z neeukleidovské geometrie.
Vytvofil jsem texty k celkem osmi problémim neeukleidovské geometrie vztahujicich se
k povrchu Zemé. Ktextlm jsem dale vytvofil ilustracni obrazky pro lepSi pochopeni
problémd.

Tato prace bude k dispozici studentim gymnazia Pfirodni Skola, muze jim pomoci seznamit
se s nékterymi mySlenkami eukleidovské a neeukleidovské geometrie a mohla by nékterého
ze studentd inspirovat pro jeho praktickou maturitu, nebo v lepSim pfipadé obecné privést
k zajmu o matematiku. Na zakladé vytvorenych textd probéhne v nékterém 2z rocniku
PFirodni Skoly lektorska praxe, ktera by méla studentim nastinit nékteré zajimavé problémy
spojené s neeukleidovskym prostorem.
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